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RESUMO

Em nosso trabalho temos o objetivo de exibir Cartées Magicos usando a Sequéncia
de Fibonacci, que se diferenciam dos cartdes magicos binarios por ser mais dificil de
descobrir o truque. A ideia de se trabalhar a Sequéncia de Fibonacci com esses
cartdes foi idealizada pelo professor de Matematica Dr. Rogério Ricardo Steffenon,
gue tomou por base o Teorema de Zeckendorf, garantindo que todo numero inteiro
positivo pode ser escrito, de modo Unico, como a soma de termos da sequéncia de
Fibonacci, de indices ndo consecutivos e maiores do que 2. Além disto, sabemos
que a Sequéncia de Fibonacci é definida de forma recursiva, porém, para niameros
suficientemente grandes, a descoberta de valores de termos da sequéncia pode ser
laboriosa, por isto se faz pertinente ter uma forma geral, que iremos apresentar em
nosso trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: Cartdes Magicos. Sequéncia. Fibonacci.

1. INTRODUCAO

Na Matematica temos uma descoberta fascinante, e bem conhecida, a
Sequéncia de Fibonacci. No livro Liber Abaci, escrito por Leonardo Fibonacci, é
apresentado o seguinte problema: “Um certo homem tem um par de coelhos num
determinado local cercado, e se quer saber quantos coelhos sdo gerados por esse
par num ano, quando € natural que eles gerem num més outro par, € no segundo
més, 0s que nasceram, geram também”. Umas das condi¢cdes dadas € que esses
coelhos ndo morrem.

Assim, temos

Tabela 1 — Quantidade de casais de coelhos.
Més Quantidade
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12 144
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Desta forma concluimos que Fi2 = Fui1+Fi0. E para saber quantos coelhos
teriamos no n-ésimo més, temos

Fn=Fn1tFn2,

onde esta igualdade define recursivamente a Sequéncia de Fibonacci, com Fo=0 e
Fi=1.

Por outro lado, para numeros suficientemente grandes, a descoberta de tal
valor pode ser laboriosa, por isto € necessario ter uma forma geral para este n-ésimo
termo.

Apresentado essa forma geral neste trabalho e tomamos como base o
Teorema 1, onde demonstramos utilizando o Segundo Principio de Inducdo. Uma
vez que, para determinar um termo da Sequéncia de Fibonacci, precisamos dos dois
termos anteriores, condi¢cdo que o Primeiro Principio de Inducdo ndo se aplica.

Além disso, apresentamos uma aplicacdo da Sequéncia de Fibonacci, usando
novos tipos de cartbes magicos, pouco usais. A ideia usar a Sequéncia nesses
novos cartbes foi idealizada pelo professor de Matematica Dr. Rogério Ricardo
Steffenon (Vide [2]), que tomou por base o Teorema de Zeckendorf, garantindo que
todo ndamero inteiro positivo pode ser escrito, de modo Unico, como a soma de
termos da sequéncia de Fibonacci, de indices ndo consecutivos e maiores do que 2.

2. METODOLOGIA

Este trabalho é proveniente de uma atividade do Grupo Pet Matematica —
UFCG. Para o desenvolvimento do trabalho foi necessario a leitura de livros, e de
textos em lingua estrangeira, pesquisa em sites e orientacao do tutor.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Teorema 1: Seja Fn 0 n-ésimo termo da Sequéncia de Fibonacci, entdo

o= 2@ —8m O
Para todo n = 0, onde
a=31+V5) p=1(1-V5)

Demonstracao:
Para demonstracdo do teorema usaremos o Segundo Principio de inducao
sobre n, n natural. Assim, se n =0 em (I), temos
1 1
Fpb=—=@-p8=—0-1)=0
S =

Sen=1em () temos

R = (=) - v%[(%(l " v%))_ G(l - v’E))l .
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Logo, o resultado € vélido paran=0en=1.
Suponha que a equacao (I) é valida para todo k natural, tal que 2 < k < n.
Queremos provar que a equacéo (I) é vélida para n, assim temos

P;z = Fpa +Fn—2
1 -1 _ pn-1 i_ n—-2 _ pn—-2
=ﬁ(a B )+\/§(af B* %)
1 -1 n—-23\ __ n—1 n—2
=E[(a Ta )= (B et B
_ L a2 @ 1) = g+ 1)
V5
_ i{_[an—z -a? — [;n—Z '32]
V5
1§
=7—g(01 ~ %)

Portanto, obtemos o resultado, com o uso do Segundo Principio de Inducéo.
|

Sobre os cartdes magicos

Sao bastante conhecidos os cartdes magicos binarios, 6 cartdes cujo primeiro
namero de cada cartdo € uma poténcia de 2, e o segredo esta no fato de que todo
namero natural pode ser escrito como soma de poténcias de 2. Surge o
guestionamento: Serd também podemos criar cartbes magicos com 0s numeros da
Sequéncia de Fibonacci? Sim! E o que nos garante isto é o Teorema de Zeckendorf!
Apresentado e demonstrado abaixo.

Teorema 2 (Teorema de Zeckendorf): Todo numero natural pode ser escrito
de modo unico como a soma de termos da Sequéncia de Fibonacci, de indices ndo
consecutivos e maiores que 2.

Demonstracéao:

Inicialmente, mostramos a existéncia da representacao, utilizamos o Segundo
Principio de Inducéo, e aplicamos inducdo em n. Temos:

O=Fo:1=Fi1=F2:2=F3+Fo;: 3=Fo+F4:4=F,+F4;
5=Fo+Fs5;6=F2+Fs

Com isso temos que o resultado é valido para n < 6.

Suponha que o resultado é valido para certo k > 6. I[remos mostrar que é
valido para k+1. Se k+1 & um termo da Sequéncia de Fibonacci, entdo o resultado
esta provado, pois k+1 = Fot+ Fk+1. Caso néo seja, entdo existe um j, tal que

Logo,

Fi<k+1 < Fj+1.

I11 Encontro de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia



Il Encontro de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
26 a 28 de Marco de 2018 — UEPB — Campina Grande, PB

Desta forma, considere
a = k+1 — Fj < Fjq,

donde segue
Fita = k+1 < Fj+1 = Fj + Fjq,
ou seja,
a < Fj1.

Como a < Fj1, segue que k+1 = Fj+a ndo € soma de termos consecutivos da
Sequéncia de Fibonacci. Como a = k+1 + Fj < k, o resultado é valido para k e,
portanto, vale para k+1 da igualdade anterior.

Portanto, pelo Segundo Principio de Inducéo, todo niumero natural pode ser
escrito como a soma de termos da sequéncia de Fibonacci de indices néo
consecutivos e maiores do que 2.

Provemos a unicidade da representacao.

Suponha que a representacdo € Unica até um certo k. Considere que para k+1
existam duas representacoes, desta forma

k+1=F, +F, +~+FE=F, +F, +-~+F,

com, ai+l < ai+1 € bj+1 < bj+1.
Temos,
Fp, <k +Fy ++F =F +F ++F, <F +F,_,++F=F_,—1
onde,
_ (2,se b épar
N {3, se b, é impar
Logo,
Fy < Fp 41, €assima, < bg + 1, ou seja, ar < bs.
Analogamente, podemos mostrar que bs < ar. Portando ar = bs. Além disso,

temos
Fao + Fal + -+ Far—l + Far‘ — Fbo + Fbl + “.—l—Fbr—l + Fbr

= Fa0+Fa1+'"+Fa?._ - Fbﬂ—l_Fbl +”-+Fbr—1 i:k

Logo, segue da hipotese de inducéo e de ar = bs que a representacado é unica.
|

1

Vejamos os cartbes magicos

1 4 6 9 12 14 2 7 10 15 20 23 3 4 11 12 16 17
17 19 22 25 27 30 280 31 36 41 44 49 94 25 32 33 37 38
33 35 38 40 43 46 54 57 62 65 70 75

45 4 50 51 S8 059
48 51 53 56 59 6l 78 83 86 91 96 9 L o o 95 29 g

64 67 69 72 74 77 104 109 112 117 120 125
80 8 8 88 90 93 130 133 138 143 146 151 87 88 92 93 100 101
95 98 101 103 106 108 154 159 164 172 175 180 105 106 113 114 121 122
111 114 116 119 122 124 185 188 193 198 201 206 126 127 134 135 139 140

I11 Encontro de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia



lll Encontro de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia
26 a 28 de Margo de 2018 — UEPB — Campina Grande, PB

9 10 11 12 29 13 14 15 16 17 18
31 32 33 42 43 19 20 47 48 49 350
45 46 63 64 65 51 52 53 54 68 69

5 6 7 18 19 2 8
30
44
73 74 75 81 8 83 66 67 84 8 8 8 70 71 72 73 4 5
88
118
132

26 27 28 39 40 41

94 95 96 107 108 109 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107
115 116 117 128 129 130 119 120 121 122 131 108 109 136 137 138 139
141 142 143 149 150 151 133 134 135 152 153 140 141 142 143 157 158

21 22 23 24 25 26 34 35 36 37 38 39
27 28 29 300 31 320 40 41 42 43 4 45
33 76 71 18 19 80 46 47 48 49 50 51
81 8 8 8 8 8 52 53 54 123 124 125
87 88 110 111 112 113 126 127 128 129 130 131
114 115 116 117 118 119 132 133 134 135 136 137
120 121 122 165 166 167 138 139 140 141 142 143

89 9 91 92 93 9%
95 9 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106
107 108 109 110 111 112
113 114 115 116 117 118
119 120 121 122 123 124
125 126 127 128 129 130

Como funciona a méagica? Bom, suponha que iremos descobrir a idade de
alguém, mostraremos cada um dos cartfes para 0 nosso voluntario, e entdo ele dira
em quais cartdes estara a sua idade.

Ao final das perguntas, seremos capazes de dizer a idade de nosso voluntario,
contanto que o voluntario tenha menos de 130 anos, pois, se olharmos com carinho
e atencao, veremos que o primeiro numero de cada cartdo é um numero da
sequéncia de Fibonacci, entdo para realizar a magica, basta somarmos o0s primeiros
nameros de cada cartdo. Portanto podemos utilizar o teorema de Zeckendorf para o
funcionamento da magica.
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